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摘  要 具有单连续变量的背包问题(Knapsack Problem with a single Continuous variable, KPC)是标准 0-1 背包问题的一个新

颖扩展形式, 它既是一个NP 完全问题, 又是一个带有连续变量 S 的新颖组合优化问题, 求解难度非常大. 为了快速高效地求

解 KPC 问题, 本文提出了利用演化算法求解 KPC 的新思路，并给出了基于离散差分演化算法求解 KPC 的两个有效方法. 首

先, 介绍了基本差分演化算法和具有混合编码的二进制差分演化算法(HBDE)的原理，给出了 HBDE 的算法伪代码描述，并

分析了 KPC 的基本数学模型 KPCM1 的计算复杂度. 然后，在基于降维法消除 KPCM1 中连续变量 S 的基础上，建立了 KPC

的一个新离散数学模型 KPCM2；随后在基于贪心策略提出处理不可行解的有效算法基础上, 基于单种群 HBDE 给出了求解

KPC 的第一个离散演化算法 S-HBDE. 第三, 通过把连续变量 S 的取值范围划分为两个子区间将 KPC 分解为两个子问题，并

基于降维法建立了 KPC 的适于并行求解的第二个数学模型 KPCM3；在利用贪心策略给出处理子问题不可行解的两个有效算

法基础上, 基于双种群 HBDE 提出了求解 KPC 的第二个离散演化算法 B-HBDE. 最后, 在给出四类大规模 KPC 实例的基础

上，利用 S-HBDE 和 B-HBDE 分别求解这些实例, 并与近似算法 AP-KPC、遗传算法和离散粒子群优化算法的计算结果、耗

费时间和稳定性等指标进行比较，比较结果表明 S-HBDE 和 B-HBDE 不仅在求解精度和稳定性方面均优于其它三个算法，

而且求解速度很快，非常适于在实际应用中快速高效地求解大规模 KPC 实例. 
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Abstract Knapsack problem with a single continuous variable (KPC) is a new extension of the standard 0-1 

knapsack problem. It is not only an NP-complete problem in computer sciences, but also a novel combinatorial 

optimization problem with continuous variable S in practical applications.  Because of the range of continuous 

variable S is a closed interval of real numbers, KPC is more difficult to solve than the standard 0-1 knapsack 

problem. In order to solve KPC problem quickly and efficiently, this paper presents a new idea of using 

evolutionary algorithm to solve KPC problem, and proposes two effective methods for solving KPC problem 

based on discrete differential evolutionary algorithm. In the paper, the general principle of standard differential 

evolution algorithm is firstly introduced. The discretization method in the binary differential evolution with 

hybrid encoding (HBDE) is introduced based on an encoding transforming function, and the pseudo-code of 

HBDE is described in more detail. Moreover, the computational complexity of the original mathematical model 

KPCM1 of KPC problem is analyzed by using a scaling technique. Secondly, On the basis of eliminating the 

continuous variable S in the mathematical model KPCM1 by dimension reduction method, a new discrete 

mathematical model KPCM2 of KPC problem is established, which is suitable to solve by using binary 

evolutionary algorithms. Moreover, an effective algorithm M2-GROA for handling the infeasible solutions of 

KPC problem is given, which used a special greedy repair and optimization strategy. The first discrete 

evolutionary algorithm for solving KPC problem, named S-HBDE, is proposed based on the single-population 

HBDE and M2-GROA. The pseudo-code of S-HBDE is described in more detail, and the algorithm time 

complexity of S-HBDE is analyzed. Thirdly, by dividing the range of the continuous variable S into two closed 

intervals of real numbers, the KPC is decomposed into two sub-problems established in two different intervals 

respectively. And the second discrete mathematical model KPCM3 of KPC is established by using the dimension 

reduction method, which is consist of two sub-models KPCM3.1 and KPCM3.2 and is suitable for parallel 

solving by binary evolutionary algorithms. At the same time, by using the greedy repair and optimization strategy, 

two effective algorithms M3.1-GROA and M3.2-GROA for dealing with the infeasible solutions of KPCM3.1 

and KPCM3.2 is proposed, respectively. Combining with KPCM3.1 and KPCM3.2, the second discrete 

evolutionary algorithm B-HBDE for solving KPC problem is proposed based on the bi-population HBDE. The 

pseudo-code of B-HBDE is described in more detail, and the algorithm time complexity of B-HBDE is analyzed. 

Finally, the four kinds of large-scale KPC instances are first generated by using the existing generation method. 

For validating the performance of S-HBDE and B-HBDE, they are used to solve the four kinds of large-scale 

KPC instances respectively, and their average calculation results, average time-consuming and stability compare 

with that of approximate algorithm AP-KPC, genetic algorithm and discrete particle swarm optimization 

algorithm. The comparison results show that S-HBDE and B-HBDE are superior to the other three algorithms in 

solving accuracy and stability, and have very fast computing speed. So it is very suitable for solving large-scale 

KPC instances quickly and efficiently in practical applications. 

Key words knapsack problem with a single continuous variable; discrete differential evolution; genetic 

algorithm; particle swarm optimization; dimension  reduction method; repair and optimization 

method  

1 引言 

具有单连续变量的背包问题(knapsack problem 

with a single continuous variable, KPC)
[1]是标准 0-1

背包问题(0-1 knapsack problem,0-1KP)的一个自然

扩展形式, 它是由 Marchand 和 Wolsey于 1999 年提

出的一个带有连续变量的新颖组合优化问题. KPC

的一般描述为：给定 n 个物品的集合 N={1,2,…,n}

和一个基本载重为 C 的背包，其中物品 j∈N 具有

价值 pj和重量 wj，背包的可变载重 S 是在区间[l,u]

上连续变化的一个变量，pj，wj和 C 为正有理数，

S, l 和 u 为有理数, 且 l<0<u. 给定一个正常数 c 作

为惩罚系数，确定在 S 取何值以及此时如何选择物

品装入背包, 使得装入物品的重量之和在不超过背

包载重 C+S 的前提下价值之和减去 cS 最大. 

KPC 的基本数学模型[1,2]
(记为 KPCM1)为： 

计
算
机
学
报



 贺毅朝 等：基于离散差分演化的 KPC 问题降维建模与求解 3 

cSpxSXf
n

j jj  1
),(max           (1) 

s.t.  SCwx
n

j jj  1
             (2) 

xj∈{0,1},  j=1,2,…,n,  S∈[l, u]       (3) 

其中，X=[x1,x2,…,xn]∈{0,1}
n，xj=1(j=1,2,„,n)当且

仅当物品 j 被装入了背包. 在 KPC 中, 背包载重不

再固定不变，而是由变量 S 进行连续调整, 当 S>0

时背包载重增加，当 S<0 时背包载重减少; 同时，

目标函数也不只是装入背包物品的价值之和，而是

要加上了一个关于 S 的增量(-cS)。由于 0-1KP 是

KPC 在 S=0 时的特例，因此 KPC 也是一个 NP 完

全问题，不存在多项式时间精确算法. 

Lin
[2]等人利用变量代换将 KPC 转化为一个伪

背包问题 (pseudo-knapsack problem,PKP)和标准

0-1KP 的组合形式 , 并分别调用 COMBO
[3]和

EXPKNAP
[4]进行求解，提出了求解 KPC 的一个精

确算法. 由于要对 PKP 进行可行性检查且涉及到

动态规划法，故而该算法的时间复杂度较高. Buther 

和 Briskorn
[5]将 KPC 的物品集划分为三个子集, 并

根据启发式策略以及对变量的上下界变形, 提出了

将 KPC 转化为标准 0-1 KP 形式求解的方法；该方

法只能求出 KPC 的一个近似结果, 而且时间复杂

度较高. Zhao 和 Li
[6]将单连续变量 S 的取值区间划

分为两部分, 从而将 KPC 分解为两个具有标准

0-1KP 形式的子问题，进而提出了一个时间复杂度

为 O(n
2
)的 2-近似算法 (记为 AP-KPC). 然而 , 

AP-KPC 的近似比较大,计算结果不能令人满意. 贺

毅朝[7]等人利用放缩法首先对 KPC 进行等价变换, 

然后基于动态规划法提出了求解 KPC 的一个精确

算法 DP-KPC. 与其它精确算法一样, DP-KPC 也存

在时间复杂度较高的缺点。由于 KPC 是一个 NP 完

全问题，其精确算法至少具有伪多项式时间复杂

度，难以实现对大规模 KPC 实例的快速求解；已

有的非精确算法(如 AP-KPC)虽然求解速度快，但

是求得解的精度欠佳，不足以满足实际应用的要求. 

由此, 设计 KPC 的求解速度快且求解精度高的非

精确算法是一个值得探讨的问题. 

演化算法(evolutionary algorithms,EAs)
[8-16]是一

类群体智能算法, 其本质是一种随机近似算法，具

有不需要计算目标函数的导数与梯度、不要求目标

函数具有连续性的优点, 并且具有内在隐含并行性

和极强的全局寻优能力 , 已被成功用于求解

0-1KP、随机时变背包问题(RTVKP), 多维背包问题

(MDKP)、二次背包问题(QKP)、集合联盟背包问题

(SUKP)、折扣{0-1}背包问题(D{0-1}KP)、经济调

度问题(EDP)、集合覆盖问题(SCP)、设施定位问题

(FLP)、旅行商问题(TSP)、流水车间调度问题(FSSP) 

和可满足 性问题 (SAT)
[17-30] 等组合优化问题

(combinatorial optimization problems, COPs). 正是

由于 EAs 在 COPs 中的成功应用，激发了人们对它

的研究兴趣. 一方面, 为了高效求解各种 COPs, 人

们不断尝试应用各种理论构造新的优秀演化算法；

另一方面，为了拓展已有 EAs 的应用范畴，人们不

断探索利用已有 EAs 求解 COPs 的新方法. 本文利

用差分演化(differential evolution, DE)
[12,31]探索求解

KPC 的新方法, 在利用降维法建立了 KPC 的两个

适于离散 EAs 求解的数学模型基础上,基于混合编

码二进制差分演化算法(HBDE)
[32]给出了快速求解

KPC 的两个高效离散演化算法. 

本文其余内容组织如下：在第 2 节介绍了 DE

与 HBDE 的原理, 并给出了 HBDE 的伪代码描述. 

在第 3 节中, 分析了 KPCM1 的解空间规模及其对

求解算法的影响. 在第 4 节基于降维法建立了 KPC

的离散数学模型 KPCM2, 给出了处理不可行解的

有效算法 M2-GROA, 将其与单种群 HBDE 相结合

提出了求解 KPC 的第一个离散演化算法 S-HBDE. 

在第 5节中, 基于分解与降维法建立了KPC 的离散

数学模型 KPCM3, 给出了处理不可行解的有效算

法 M3.1-GROA 和 M3.2-GROA, 并与双种群 HBDE

相结合提出了求解 KPC 的第二个离散演化算法

B-HBDE. 在第 6 节，首先给出了四类大规模 KPC

实例与算法的参数设置，然后利用 S-HBDE 和

B-HBDE分别求解四类大规模KPC实例, 通过与近

似算法 AP-KPC
[6]、遗传算法(GA)

[33]和离散粒子群

优化算法(BPSO)
[34]的计算结果比较指出: S-HBDE

和 B-HBDE 不仅求解速度快，而且比其它三个算法

的计算精度更佳，非常适于快速高效求解实际应用

中的大规模 KPC 实例. 最后, 总结全文并展望今后

进一步的研究思路. 

2 差分演化与离散差分演化 

2.1  差分演化 

差分演化(differential evolution, DE)
[12,31]是一个

具有极强全局搜索能力的演化算法，因其在第一届

IEEE 演化大赛中的超群表现引起了国内外学者的

极大关注,已被广泛应用于求解众多领域中的数值
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优化问题[31,35-38]
. 为了介绍HBDE的需要,下面首先

基于 DE/rand /1/bin 模式简述 DE 的算法原理. 

不失一般性，设 max f(Y), Y=[y1,y2,…,yn]∈Ω, 

是一个数值优化问题,  


n

j jj UL
1

],[ 是其解空间, 

其中 Lj<Uj 且为实数. 

在 DE 中，一次迭代进化是由变异操作、交叉

操作和选择操作共同完成的，它们的实现方法如下:    

1) 变异操作: 设 Yi=[yi1,yi2,…,yin]是当前种群 P

中的第 i个个体, Y1=[y11,y12,…,y1n], Y2=[y21,y22,…,y2n]

和 Y3= [y31,y32,…,y3n] 是 P 中不同于 Yi的任意三个

不同个体, 则 DE 基于 DE/rand /1/bin 模式进行变异

操作的公式为： 

zij= y1j+F*(y2j-y3j)           (4) 

其中，Zi=[zi1,zi2,…,zin]是变异操作产生的临时个体, 

zij∈[Lj,Uj], j=1,2,„,n；F 为缩放因子且 F∈(0,1).  

2) 交叉操作: 对于给定的概率值 CR，DE 利用

(5)式对 Zi与 Yi进行交叉操作，产生对应于 Yi的中

间个体仍记为 Zi=[zi1,zi2,…,zin]. 

, ( );

, .

ij

ij

ij

z r CR j R i
z

y

 
 


如果 或

否则
      (5) 

其中，CR∈(0,1)称为交叉因子(或交叉概率)，r~(0,1)

是一个随机数, R(i)是[1, n]上的一个随机正整数. 

3) 选择操作: 当P中每一个体Yi均产生中间个

体 Zi之后, DE 利用(6)式从 Yi和 Zi中选择适应度最

大的作为新一代种群中的第 i 个个体(仍记为 Yi). 

, ( ) ( );

, .

i i i

i

i

Z f Z f Y
Y

Y


 


如果

否则

        (6) 

   DE 通过反复执行 1) ~3)实现进化,直到满足终止

条件为止. 最后,输出当前种群中适应度最大个体

对应的可行解, 即为 DE 求得 max f(Y)的最好结果. 

2.2  离散差分演化 

在 DE 中, 由于变异操作是实数运算, 不适合

直接用于求解 COPs. 为了能够利用 DE 求解

COPs(例如 0-1KP, RTVKP 和 D{0-1}KP 等)，文献

[32]基于编码转换机制提出了一个离散差分演化算

法:具有混合编码的二进制差分演化算法 HBDE. 

HBDE 在保持 DE 原有进化模式和寻优特性的基础

上，利用满射将实数编码转换为 0-1 编码, 非常适

于求解以 0-1 向量为可行解的 COPs
[27,32,39,40]

.  

下面对于COPs问题П: max f(X), X=[x1,x2,…,xn]

∈{0,1}
n
, 基于 DE/rand/1/bin 进化模式给出 HBDE

的算法原理[32,39]和伪代码描述. 

记 Yi=[yi1,yi2,…,yin]为 HBDE 的当前种群 P中第

i 个个体, 并限定 yij∈[-A,A], j=1,2,„,n, n 是问题 П

的维数, A 是一个给定的正实数, i=1,2,…, N，N 为种

群规模. 记 Xi=[xi1,xi2,…,xin]∈{0,1}
n 为个体 Yi 按照

(7)式求得问题 П的可行解(或潜在解). 

1, 0;

0, .

ij

ij

y
x


 


如果

否则           

(7) 

在 HBDE 的一次迭代进化中, 对于 P 中每一个

体 Yi (1≤i≤N)，首先利用(4)式进行变异操作，利

用 (5) 式 进 行 交 叉 操 作 , 得 到 中 间 个 体

Zi=[zi1,zi2,…,zin], zij∈[-A,A], j=1,2,„,n. 然后, 利用

(8)式求得 Zi对应问题 П的可行解 Ui=[ui1,ui2,…,uin]

∈{0,1}
n，并利用(9)式选择 Yi和 Zi中适应度最佳的

替换个体 Yi. 重复这一过程，直到 P 中所有个体均

完成以上操作为止. 

1, 0;

0, .

ij

ij

z
u


 


如果

否则           

(8) 

, ( ) ( );

, .

i i i

i

i

Z f U f X
Y

Y


 


如果

否则
      (9) 

令Xb=[xb1,xb2,…,xbn]∈{0,1}
n为种群P中个体对

应的最好解，MIT 为 HBDE 的迭代次数, 则 HBDE

的伪代码描述如下: 

算法 1.  HBDE
[32,39]

  

输入: 问题 П的实例, 参数 A, N,CR, F 和 MIT. 

输出: П的实例的近似解(或最优解)Xb 与 f(Xb). 

1 随机产生初始种群  P={Yi=[yi1,…,yin]|yij∈

[-A, A], 1≤i≤N, 1≤j≤n}; 

2 利用(7)式计算 Yi(1≤i≤N)对应的可行解 Xi,并

根据 f(Xi)确定 P 中最好解 Xb; 

3  FOR  t ←1 TO MIT  DO 

4    FOR  i←1 TO N  DO 

5      FOR  j←1 TO n  DO 

6         IF (r<CR∨j=R(i))  THEN 

zij←yp1,j+F*(yp2,j - yp3,j); 

7         ELSE  zij←yij; 

8         IF zij≥0 THEN uij←1 ELSE uij←0； 

9      END FOR 

10     IF f(Ui)>f(Xi) THEN Yi←Zi; Xi←Ui; 

11  END FOR 

12  根据 f(Xi) (1≤i≤N)确定 P 中最好解 Xb; 

13 END FOR 
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14 RETURN(Xb, f(Xb)). 

在HBDE中, Yp1,Yp2和Yp3是不同于Yi且互不相

同的三个个体. 令 O(f)表示计算 f(Xi)的时间复杂度. 

则 HBDE 的 时 间 复 杂 度 为 O(N*n)+N*O(f) 

+MIT*N*(O(n)+O(f)). 注意到 N 和 MIT 是 n 的常数

倍，O(f)是关于 n 的多项式, 所以 HBDE 是一个具

有多项式时间复杂度的随机近似算法. 

3  KPCM1 解空间的规模 

在模型 KPCM1 中，KPC 的可行解可视为有序

对<X,S>，其中 X=[x1,x2,…,xn]∈{0,1}
n 是一个 n 维

0-1 向量，S∈[l,u]是一个有理数。因此, KPC 的解

空间SAPCE={0,1}
n×[l,u]是一个n+1维卡氏积[7,41]

.  

虽然 KPCM1 中 [l,u]是有理数构成的一个无限

可数集, 但是根据 KPC 的特性不难计算出 SAPCE

的基数, 从而确定 KPCM1 的解空间规模. 

令 K=min{k|k∈Z
+∧kwj∈Z∧kC∈Z

+
}, 其中

Z
+是正整数集, 则有 

KSKCKwxSCwx
n

j jj

n

j jj   
)(

11
.            

由于 xj, Kwj (1≤j≤n)和 KC 均为正整数, 从而必然有

  


n

j jj

n

j jj KSKCKwxKSKCKwx
11

)()(       

其中  a 为底函数, 表示不超过 a 的正整数. 于是, 

KPCM1 中的(2)式等价于下面的(10)式: 

 KSKCKwxts
n

j jj  
)(..

1
.    (10) 

注意到      KuKSKl  , 则  KS 的取值依次为

 Kl ,   1Kl ,   2Kl ,…,  Ku ,令     1 KlKum , 

于是 SAPCE 实质上是一个基数为 m2
n的 n+1 维卡

氏积{0,1}
n×{ , +1,.., }kl Kl Ku           ，即 KPCM1

的解空间规模为 m2
n
,     1 KlKum . 

如果利用 EAs 基于 KPCM1 模型求解 KPC，采

用混合编码形式表示个体是一种容易想到的方法, 

但是针对此编码方法如何高效实施 EAs 的进化操

作却是一个有待探讨的问题. 此外, 在利用 EAs 求

解 COPs 时，解空间越大 EAs 需要搜索的范围就越

大, 越不利于问题的求解. 为此本文另辟蹊径，首

先基于降维法建立 KPC 的适于 EAs 求解的离散数

学模型，然后利用 HBDE 给出求解 KPC 的两个高

效算法.  

4 利用单种群 HBDE 求解 KPC 

在本节中，首先基于降维法建立 KPC 的离散

数学模型 KPCM2，然后利用贪心策略提出一个处

理 KPC 不可行解的有效算法 M2-GROA, 最后将单

种群 HBDE 与 M2-GROA 相结合给出求解 KPC 的

第一个离散演化算法 S-HBDE. 

不妨记  


n

j jj wxXW
1

)( ,其中 X=[x1,x2,…, xn]

∈{0,1}
n是一个 n 维 0-1 向量. 

(a) 当 W(X)<C+l 时 . 对任意 S∈ [l,u] 均有

W(X)<C+S，故 X 是 KPC 的一个可行解，并且满足 

 


n

j jj

n

j jj lcpxScpxSXf
11

)()(),( . 

所以有  


n

j jj lcpxSXf
1

)(),(max . 

(b) 当 C+l≤W(X)≤C+u 时. 不妨设 S0=W(X)-C，

则-u≤-S0≤-l. 对任意 S∈[S0, u] 均有 W(X)≤C+S，故

X 是 KPC 的一个可行解，并且满足 

)(),(
1

ScpxSXf
n

j jj    

 


n

j jj Scpx
1 0 )-(

 

 


n

j jj XWCcpx
1

))(( ，
 

所以有    


n

j

n

j jjjj wxCcpxSXf
1 1

),(max . 

注意到   )()( 01
lcScwxCc

n

j jj  
，于是根

据(a)和(b)的分析易知: 通过消去连续变量 S使解空

间的维数由 n+1 降低为 n, 可以如下建立 KPC 的一

个类似于 0-1KP 的离散数学模型 KPCM2： 

    


n

j

n

j jjjj wxCclcpxXf
1 11 ),(min)(max

  
(11) 

s.t     uCwx
n

j jj  1
        (12) 

xj∈{0,1},  j=1,2,…,n          (13) 

其中, X=[x1,x2,…,xn]∈{0,1}
n
, xj=1(j=1,2,..,n)当且仅

当物品 j 被装入了背包中. 

显然, 模型 KPCM2 的解空间 SAPCE={0,1}
n，
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其基数 2
n
<m2

n
. 在利用 EAs 基于模型 KPCM2 求解

KPC 时，由于不涉及变量 S，大大降低了求解难度. 

此外, 当求得可行解 X=[x1,…,xn]∈{0,1}
n 以后, 变

量 S 可根据等式
11

[ ( )] /
n

j jj
S x p f X c


  确定. 

在基于模型KPCM2求解KPC时,存在 n维 0-1

向量 X=[x1,x2…,xn]∈{0,1}
n是 KPC 的不可行解的情

况. 不可行解的存在既影响算法求解效率, 还不能

直接利用目标函数值对个体进行评价. 为此, 借鉴

求解 KP 问题时处理不可行解的成功经验[18,24,39,40]，

基于“价值密度比大而且能够使目标函数值增大的

物品优先装入”的贪心策略，给出一个将不可行解

修复为可行解、同时还能够对可行解做进一步优化

的算法 M2-GROA. 

在M2-GROA中，当输入X=[x1,x2,…,xn]∈{0,1}
n

是一个不可行解时,反复将背包中价值密度最小的

物品从中取出，直到 X 成为一个可行解为止；当 X

是可行解时，则反复对还没有装入背包、且具有最

大价值密度、并能够使目标函数值增大的物品进行

尝试装入，如果能被装入背包则装入之，否则放弃

它继续尝试其它还未装入的物品,直到所有未被装

入的物品均被尝试为止. 

将 n个物品的下标按照价值密度 pj/wj由大到小

的次序依次存入数组 H[1…n]中 , 即 H 满足

][][]2[]2[]1[HH [ 1 ] ... nHnHHH wpwpwp  .令 Y=[y1,y2,…,yn]

∈{0,1}
n 是一个临时向量，X=[x1,x2,…,xn]∈{0,1}

n

是 KPC 的一个潜在解，则 M2-GROA 的算法伪代

码描述如下： 

算法 2.  M2-GROA 

输入:潜在解 X=[x1, x2,…,xn]和 H[1…n];  

输出:可行解 X=[x1, x2,…,xn]和 f1(X). 

1  j←n;  

2  WHILE W(X)>C+u  DO 

3     IF xH[j]=1 THEN xH[j]←0; 

4     j←j-1; 

5  END WHILE 

6  FOR  j←1 TO n  DO 

7     IF (xH[j]=0∧W(X) +wH[j]≤C+u ) THEN 

8        Y←X;  yH[j]←1;  

9        IF  f1(Y)> f1(X)  THEN  xH[j]←1;   

10    END IF 

11  END FOR 

12  RETURN(X, f1(X)) 

在算法 2 中，Step2-5 将一个不可行解修复为可

行解, Step6-11 对可行解进行优化处理, Step12 输出

优化后的可行解 X 与其函数值 f1(X). 易知, 算法 2

的时间复杂度是 O(n
2
). 

在求解 KPC 时，利用 M2-GROA 对 HBDE 中

每一个体对应的潜在解进行修复与优化处理，利用

所得可行解的目标函数值作为该个体的适应度对

其进行评价, 这样既可消除不可行解，又能对个体

进行优劣评价. 由于基于模型 KPCM2 求解 KPC 时

HBDE 仅有一个种群, 为了区别后面的算法，我们

将在模型 KPCM2 下求解 KPC 的单种群 HBDE 记

为 S-HBDE, 其算法伪代码描述如下： 

算法 3.  S-HBDE  

输入: KPC 实例 П, 参数 A, N, CR, F 和 MIT. 

输出: П的近似解(或最优解)Xb与 f1(Xb). 

1 按照 pj/wj(1≤j≤n)由大到小的顺序依次将 n 个

物品的下标存入数组 H[1…n]中; 

2 随机产生初始种群  P={Yi=[yi1,yi2,…,yin]|yij 

∈[-A,A] ,1≤i≤N, 1≤j≤n }; 

3  FOR  i←1 TO N  DO 

4      利用(7)式计算 Yi对应的潜在解 Xi ; 

5      (Xi, f1(Xi)) ←M2-GROA(Xi, H[1…n]); 

6  END FOR 

7  根据 f1(Xi) (1≤i≤N)确定 P 中最好解 Xb; 

8  FOR t ←1 TO MIT  DO 

9    FOR i←1 TO N  DO 

10      FOR  j←1 TO n  DO 

11          IF (r<CR∨j=R(i)) THEN  

12                zij←yp1,j+F*(yp2,j - yp3,j) 

13          ELSE  zij←yij; 

14          IFzij≥0 THEN uij←1ELSE uij←0； 

15       END FOR 

16       (Ui,f1(Ui)) ←M2-GROA(Ui,H[1…n]); 

17       IF f1(Ui)>f1(Xi) THEN Yi←Zi, Xi←Ui ; 

18    END FOR 

19    根据 f1(Xi) (1≤i≤N)确定 P 中最好解 Xb; 

20  END FOR 

21  RETURN(Xb, f1(Xb)). 

在 S-HBDE 中，Step1 由快速排序算法[42]实现，

其时间复杂度为 O(nlogn); Step2 的时间复杂度为

O(n*N), Step3~Step6 的时间复杂度为 O(n
2
*N), 

Step7的时间复杂度为O(N), Step8~Step20的时间复

杂度为 O(MIT* n
2
*N), 因此 S-HBDE 的时间复杂度

为 O(nlogn)+O(n*N)+O(n
2
*N)+O(N)+O(MIT*n

2
*N) 

计
算
机
学
报



 贺毅朝 等：基于离散差分演化的 KPC 问题降维建模与求解 7 

= O(MIT* n
2
*N). 

5 利用双种群 HBDE 求解 KPC  

如果将单连续变量 S 的取值区间[l, u]划分为两

个子区间[l,0]和[0,u]，则 KPC 可分解为下面两个子

问题. 记 OPT1 为子问题 1 的最优值, OPT2 为子问

题 2 的最优值，则 KPC 的最优值为 OPT= 

max{OPT1, OPT2}. 

KPC 子问题 1: 

cSpxSXf
n

j jj  1
),(max    

s.t.  SCwx
n

j jj  1
 

xj∈{0,1}, j=1,2,…,n, S∈[l, 0]. 

KPC 子问题 2: 

cSpxSXf
n

j jj  1
),(max   

s.t.  SCwx
n

j jj  1
  

xj∈{0,1}, j =1,2,…,n, S∈[0, u]. 

类似于第 4 节中的分析，基于降维法如下建立

KPC子问题 1的一个类似于 0-1KP的离散数学模型

KPCM3.1, 建立KPC子问题 2的一个类似于 0-1KP

的离散数学模型 KPCM3.2: 

KPCM3.1： 

   


n

j jj

n

j jj xwCclcpxXg
111 ),(min)(max

  
(14) 

s.t.  Cwx
n

j jj  1
         (15) 

xj∈{0,1}，j=1,2,…,n .         (16) 

KPCM3.2： 

   


n

j jj

n

j jj xwCcpxXg
112 ,0min)(max

 
(17) 

s.t  uCwx
n

j jj  1
         (18) 

xj∈{0,1},  j=1,2,…,n .         (19) 

显然，KPC 的最优值为 max{max g1(X), max 

g2(X)}，因此 KPCM3.1 与 KPCM3.2 构成了 KPC 的

一个新的离散数学模型,记为 KPCM3.易知 KPCM3

的解空间 SAPCE={0,1}
n
, 其基数 2

n
<m2

n
, 而且也

不涉及连续变量 S, 因此非常适用于 EAs 求解. 

下面根据 KPCM3 由 KPCM3.1 与 KPCM3.2 两

个子问题构成的事实, 基于双种群 HBDE 提出一个

求解 KPC 的离散演化算法 (简记 B-HBDE).在

B-HBDE 中,存在两个同等规模的种群 P1 和 P2, 其

中 P1用于对 KPCM3.1 的求解, P2用于对 KPCM3.2

的求解. 于是, B-HBDE 通过并行计算 KPCM3.1 和

KPCM3.2 实现对 KPC 的求解. 

在利用 B-HBDE 求解 KPCM3.1 和 KPCM3.2

时, 也会出现个体对应的潜在解是不可行解的情

况. 为此, 基于前述贪心策略分别给出处理不可行

解的两个有效算法 M3.1-GROA 和M3.2-GROA, 其

中 M3.1-GROA 用于处理 KPCM3.1 的不可行解, 

M3.2- GROA 用于处理 KPCM3.2 的不可行解.  

设数组 H[1…n]已按照物品的价值密度 pj/wj由

大到小的顺序依次存放了n个物品的下标, 即H 满

足
][][]2[]2[]1[HH[1] ... nHnHHH wpwpwp  .令 Y=[y1,y2,…,yn]

∈{0,1}
n为一个辅助向量, X=[x1,x2,…,xn]∈{0,1}

n是

KPCM3.1 的一个潜在解，则算法 M3.1-GROA 的伪

代码描述如下： 

算法 4.  M3.1-GROA 

输入:潜在解 X=[x1,…,xn]和 H[1…n];  

输出:优化后的可行解 X=[x1, x2,…,xn]和 g1(X). 

1   j←n;  

2  WHILE W(X)>C DO 

3      IF xH[j]=1 THEN xH[j]←0; 

4       j←j-1; 

5   END WHILE 

6   FOR j←1 TO n  DO 

7      IF (xH[j]=0∧W(X) +wH[j]≤C) THEN 

8           Y←X;  yH[j]←1;  

9           IF g1(Y)> g1(X) THEN xH[j]←1;   

10     END IF 

11  END FOR 

12  RETURN(X, g1(X)) 

在 M3.1-GROA 中，函数 g1(X)按照(14)式进行

计算 , Step2-Step5 将不可行解修复为可行解 , 

Step6-Step11对可行解进行优化处理, Step12输出优

化后的可行解 X 与其函数值 g1(X). 不难看出 , 

M3.1-GROA 的时间复杂度是 O(n
2
). 

由于除了目标函数的计算方法不相同之外，

M3.2-GROA 的算法流程和时间复杂度均与

M2-GROA 相同，即只需将 M2-GROA 中所有的

f1(Y)与 f1(X)分别替换为 g2(Y)与 g2(X), 并且按照(17)

式计算g2(Y)与g2(X)即可. 由此, 限于篇幅不再赘述

M3.2-GROA 的算法伪代码. 
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在利用 M3.1-GROA 和 M3.2-GROA 处理不可

行解的基础上, 算法 B-HBDE 的伪代码描述如下： 

算法 5.  B-HBDE  

输入: KPC 实例 П, 参数 A, N,CR, F 和 MIT. 

输出: П的近似解(或最优解)与其目标函数值. 

1 按照 pj/wj (1≤j≤n)由大到小的次序依次将 n 个

物品的下标存入数组 H[1…n]中;  

2 随机产生初始种群 P1={Y1i=[y1i1,y1i2,…,y1in]| 

y1ij∈[-A,A], 1≤i≤N, 1≤j≤n 和 P2={Y2i=[y2i1, 

y2i2,…,y2in] | y2ij∈[-A, A], 1≤i≤N, 1≤j≤n }; 

3  FOR i←1 TO N  DO 

4     利用(7)式分别计算 Y1i对应于 KPCM3.1

的潜在解 X1i和 Y2i对应于 KPCM3.2 的

潜在解 X2i; 

5     (X1i,g1(X1i))←M3.1-GROA(X1i,H[1…n]); 

6     (X2i,g2(X2i))←M3.2-GROA(X2i,H[1…n]); 

7  END FOR 

8  根据 g1(X1i)和 g2(X2i)(1≤i≤N)分别确定 P1和

P2 中最好解 X1b 和 X2b; 

9  FOR t ←1 TO MIT  DO 

10    FOR i←1 TO N  DO 

11      FOR j←1 TO n  DO 

12        IF (r1<CR∨j=R1(i)) THEN  

13              z1ij←y1,p1,j+F*(y1,p2,j - y1,p3,j); 

14        ELSE z1ij←y1ij; 

15        IFz1ij≥0 THEN u1ij←1ELSE u1ij←0； 

16        IF (r2<CR ∨j=R2(i)) THEN 

17              z2ij←y2,p1,j+F*(y2,p2,j - y2,p3,j); 

18        ELSE z2ij←y2ij; 

19        IFz2ij≥0 THEN u2ij←1ELSE u2ij←0； 

20      END FOR 

21      (U1i,g1(U1i))  

←M3.1-GROA(U1i,H[1…n]); 

22      IF g1(U1i)>g1(X1i) THEN  

                   Y1i←Z1i; X1i←U1i ; 

23      (U2i, g2(U2i))  

←M3.2-GROA(U2i, H[1…n]); 

24      IF g2(U2i)>g2(X2i) THEN 

                  Y2i←Z2i; X2i←U2i ; 

25    END FOR 

26    根据 g1(X1i)和 g2(X2i)(1≤i≤N)确定 P1 和

P2 中最好解 X1b 和 X2b; 

27 END FOR 

28 IF g1(X1b)≥g2(X2b) THEN  

RETURN(X1b,g1(X1b)); 

29 EISE RETURN(X2b, g2(X2b)). 

在 B-HBDE 中, r1 和 r2 为(0,1)中的随机数，R1(i)

和 R2(i)表示[1,n]上的随机整数.易知: B-HBDE 的时

间复杂度也为 O(MIT* n
2
*N). 注意: 当 B-HBDE 的

两个种群的规模为|P1|=|P2|=N，S-HBDE 的种群规模

为|P|=N 时, B-HBDE 一次进化过程耗费的时间是

S-HBDE 的 2 倍. 

6 实例计算与比较 

由于 GA 和 BPSO 在求解组合优化问题中的成

功应用，已成为衡量其它 EAs 在求解组合优化问题

时算法性能优劣的标准。为了验证 S-HBDE 和

B-HBDE求解KPC的性能，下面分别利用S-HBDE、

B-HBDE、AP-KPC、GA 和 BPSO 对四类大规模

KPC 实例进行仿真计算，通过比较它们的计算效果

说明 S-HBDE 和 B-HBDE 的优异性.  

所有仿真计算均使用 Acer Aspire E1-570G 笔

记 本 , 硬 件 配 置 为 Intel(R) Core(TM)i5-3337u 

CPU-1.8 GHz，4GB DDR3 内存(3.82GB 可用)，操

作系统为 Microsoft Windows 8. 所有算法均利用

C++编程实现，编译环境为 Visual C++6.0. 

6.1  KPC实例生成方法 

根据文献[2,4]中的方法，生成的四类大规模

KPC实例分别是：不相关KPC实例 (记为ukpc), 其

编号为ukpc100-ukpc1000; 弱相关KPC实例(记为

wkpc), 其编号为wkpc100-wkpc1000; 强相关KPC

实例(记为skpc),  其编号为skpc100-skpc1000; 逆

强相关KPC实例 (记为 ikpc), 其编号为 ikpc100- 

ikpc1000.  

在 ukpc 实例中，wj 和 pj 在区间[1.0, R]上随机

均匀取值. 在 wkpc 实例中，wj 在区间[1.0, R]上随

机均匀取值, pj 在区间[wj−R/10, wj+R/10]上随机均

匀取值，并且 pj ≥ 1.0. 在 skpc实例中, wj在区间[1.0, 

R]上随机均匀取值,并且 pj = wj + R/10. 在 ikpc实例

中, pj 在区间[1.0, R]上随机均匀取值, 并且 wj = pj + 

R/10. 

在所有 KPC 实例中, 取 R=100.1, C=0.55W, 其

中  


n

j jwW
1

. l 在区间[-W/12, -W/30]上随机均

匀取值, u 在区间[W/30,W/12]上随机均匀取值；c

在区间 [3E/10, 23E/10] 上随机均匀取值，其中
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n

j jp
n

E
1

1
.在网址 https://www.researchgate.net/ 

project/KPC-problem-and-Its-algorithms 中给出了所

有 KPC 实例的完整数据. 

6.2  计算结果比较 

在 S-HBDE、S-HBDE、GA 和 BPSO 中, 各算

法的种群规模均为 N=20, 其中 B-HBDE 的迭代次

数为 MIT=3*n，其它 3 个算法的迭代次数均为

MIT=6*n, n 为 KPC 实例中物品的个数. 此外，在

S-HBDE 和 B-HBDE 中，交叉因子 CR=0.3，缩放因

子 F=0.5，[-A, A]=[-5.0,5.0]. 在 GA 中，采用单点交

叉算子、基本变异算子和赌轮选择算子，交叉概率

Pc=0.8,变异概率为Pm=0.003. 在BPSO中,惯性权重

W=1.5,加速常数 C1=C2=2.0,粒子速度向量中各维分

量的取值范围均为[-3.0,3.0]. 

记 OPT 是利用文献[7]中方法求得 KPC 实例的

最优值，APP 为 AP-KPC 求得实例的近似值；Best

为 S-HBDE、B-HBDE、GA 和 BPSO 独立计算实例

50 次所得计算结果中的最好值,Mean 和 StD 分别是

50 次计算结果的平均值和标准差.对于 AP-KPC，

Time 是算法求解实例一次的耗费时间；对于

S-HBDE、B-HBDE、GA 和 BPSO,Time 是算法求解

实例一次的平均耗费时间. 在表 1~表 4 中给出了各

算法求解四类 KPC 实例的计算结果.  

记 AR表示各算法求解 KPC 实例的计算结果与

最优值之间的绝对误差，对于算法 AP-KPC, 有

AR=|OPT-APP|；对于算法 S-HBDE、B-HBDE、GA

和 BPSO，则有 AR=|OPT- Mean|. 根据表 1~表 4 中

的计算结果，在图 1~图 4 绘出了五个算法的 AR 拟

合曲线，并利用它们比较五个算法的计算结果优劣.  

由图1可以看出：GA仅求解实例ukpc400和

ukpc600的计算结果很好，对于其它实例其计算结

果较差；  BPSO 求解实例 ukpc100~ukpc400 和

ukpc600的结果较好，但是求解其它实例的计算结

果较差；AP-KPC的计算结果虽然比GA和BPSO的

好，但是均不如S-HBDE和B-HBDE的计算结果更

优，S-HBDE和B-HBDE求解所有实例的结果几乎达

到最优值，比其它算法的均优. 

从图2中不难看出：GA和BPSO求解所有实例

的结果明显较差； AP-KPC 仅对实例 wkpc600 

~wkpc1000的求解结果较好；S-HBDE和B-HBDE对

所有实例的计算结果均很好，几乎均能达到最优

值，比其它算法的结果均优. 

由图3可以看出：GA和AP-KPC求解所有实例

的结果均较差；虽然BPSO对实例skpc100~skpc600

的计算结果很好，但仍然比S-HBDE和B-HBDE的计

算结果相差许多；S-HBDE和B-HBDE求解所有实例

的结果几乎达到最优值，明显优于其它算法. 

 

 

表 1   S-HBDE, B-HBDE, AP-KPC, DP-KPC, GA 和 BPSO 求解 ukpc 类实例的计算结果 

   Instances: ukpc100 ukpc200 ukpc300 ukpc400 ukpc500 ukpc600 ukpc700 ukpc800 ukpc900 ukpc1000 

DP-KPC OPT 39052.39 80494.30 118625.60 95519.51 189079.18 160094.72 311350.87 325528.60 388174.95 403401.30 

AP-KPC APP 38944.59 80398.72 118534.83 95437.02 189048.00 159759.82 311115.29 325415.48 387695.25 403391.31 

Time 0.000 0.000 0.000 0.002 0.003 0.003 0.015 0.015 0.015 0.016 

S-HBDE Best 39052.39    80494.30 118597.77 95519.51 189079.18 160094.72 311350.87 325524.54 388174.95 403401.30 

Mean 39048.65 80494.30 118592.40 95519.51 189073.09 160094.72 311329.45 325498.77 388143.23 403389.06 

StD 4.31 0.00 12.40 0.00 18.17 0.00 52.96 59.89 59.39 54.19 

Time 0.073 0.264 0.587 1.080 1.623 2.391 3.104 4.071 5.139 6.224 

B-HBDE Best 39052.39       80494.30 118625.60 95519.51 189079.18 160094.72 311350.87 325521.44 388169.85     403401.30 

Mean 39049.74 80493.75 118596.22 95519.51 189066.28   160094.72 311319.04 325491.30 388089.04 403383.51 

StD 3.68 1.87 7.82 0.00 44.27 0.00 42.07 51.22     82.43 52.23 

Time 0.070 0.270 0.556 1.121 1.567 2.390 3.069 3.956   5.047 6.003 

GA Best 39004.43 80125.30    118054.82    95519.51  186502.70    160094.72    308880.86    322244.98    385437.30    402954.94    

Mean 38734.40 79550.42 115869.08 95519.45 185810.83 160094.72 307694.74 321468.61 384991.64 402616.24 

StD 242.97 41.17 99.68 0.08 191.51 0.00 947.11 773.96 401.01 162.45 

Time 0.060 0.115 0.380 0.616 0.783 1.308 1.333 1.806     2.384 2.322 
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BPSO Best 39051.19   80494.30  118588.30   95519.51  188766.04   160094.72   310610.57   323813.72   385724.35   402219.59   

Mean 39047.26 80481.80 118528.45 95519.51 188323.68 160094.72 309549.43 322751.17 385413.24 401330.45 

StD 3.60 8.73 38.957 5.850 187.41 0.00 359.66 478.07 153.91 382.32 

Time 0.164 0.638 1.481 3.334 4.120 7.033 7.676 11.601 13.709 15.351 

 

 

表 2   S-HBDE, B-HBDE, AP-KPC, DP-KPC, GA 和 BPSO 求解 wkpc 类实例的计算结果 

   Instances: wkpc100 wkpc200 wkpc300 wkpc400 wkpc500 wkpc600 wkpc700 wkpc800 wkpc900 wkpc1000 

DP-KPC OPT 27645.54 53590.29 81911.91 111347.92 135034.66 176171.08 203897.99 212996.08 271861.55 278301.95 

AP-KPC APP 27566.71 53548.69 81728.55 111243.46 134581.44 176115.28 203885.41 212824.10 271840.45 278060.4 

Time 0.000 0.000 0.000 0.000 0.001 0.004 0.006 0.005 0.011 0.009 

S-HBDE Best 27645.54 53590.29 81911.91 111345.06    135031.16 176170.20 203897.99 212994.72 271860.50 278268.02 

Mean 27642.59 53589.17 81907.73 111342.17 135006.63 176158.83 203896.46 212986.97 271853.52 278188.82 

StD 2.40 1.46 5.13 3.94 21.23 7.85 4.30 17.75 11.24 45.37 

Time 0.071 0.263 0.583 1.038 1.519 2.327 3.018 3.935 4.866 6.295 

B-HBDE Best 27643.68    53590.07 81911.91 111345.06 135034.24 176161.34 203897.99 212994.72 271860.30 278205.46     

Mean  27641.64 53588.25 81907.54 111339.42 135029.55 176131.97 203892.50     212983.45 271850.46 278086.08 

StD 10.02 2.69 5.44 7.10 9.82 18.44 10.88     8.45 9.77 65.71 

Time 0.068 0.249 0.551 0.990 1.460 2.178 2.843     3.681 4.728 6.451 

GA Best 27534.36    52180.49    80117.39    111140.74    135032.66    175241.26    203853.67    212933.18    271588.35    276003.67    

Mean 27530.07 51884.29 79640.16 110237.15 135013.13 174532.7 203797.14 212859.04 271519.31 275368.01 

StD 3.96 211.02 219.77 404.43 10.4 113.58 30.71 33.72 32.68 376.16 

Time 0.034 0.141 0.269 0.572 0.619 1.144 1.174 1.716 2.067 3.039 

BPSO Best 27645.54 53586.00 81882.56   111264.98   135032.66   175761.18   203772.00 212894.89   271515.15   276196.74   

Mean 27640.91 53560.04 81812.00 111184.93 135018.87 175590.61 203697.42 212800.82 271397.83 275704.15 

StD 2.57 14.26 32.21 38.08 8.52 88.24 37.11 49.57 66.17 235.42 

Time 0.185 0.836 1.518 2.7709 3.915 7.249 8.203 11.553 14.196 16.084 

 

表 3   S-HBDE, B-HBDE, AP-KPC, DP-KPC, GA 和 BPSO 求解 skpc 类实例的计算结果 

   Instances: skpc100 skpc200 skpc300 skpc400 skpc500 skpc600 skpc700 skpc800 skpc900 skpc1000 

DP-KPC OPT 31496.98 61521.86 95438.79 130815.65 171113.64 181381.21 214926.22 274760.24 282503.87 316111.04 

AP-KPC APP 31496.98 61505.45 95419.81 130496.2 170731.23 181325.99 214879.32 274482.44 282342.77 315828.80 

Time 0.000 0.000 0.000 0.001 0.015 0.015 0.010 0.016 0.016 0.015 

S-HBDE Best 31496.98 61521.86 95438.79 130815.65    171113.64 181381.21 214926.22 274760.24    282503.87    316111.04 

Mean 31496.98 61521.86 95438.78 130815.64 171113.63 181381.20 214926.21 274757.54 282503.85 316111.00 

StD 0.00 0.00 0.01 0.01 0.05 0.01 0.02 13.95 0.08 0.04 

Time 0.064 0.265 0.585 1.027 1.679 2.290 3.217 4.189 5.143 6.393 

B-HBDE Best 31496.98     61521.86 95438.79 130815.65 171113.64 181381.21 214926.22 274760.24 282503.87 316111.04 

Mean 31496.98 61521.54 95438.73 130815.63 171113.57 181381.20 214926.19 274732.10 282503.62 316110.87 

StD 0.00 1.08 0.08 0.04 0.10 0.01 0.04   41.11 0.30 0.28 

Time 0.068 0.257 0.562 0.985 1.587 2.201 3.014 4.063 5.003 6.475 

GA Best 31496.98 61179.89    95438.79    130815.65    171108.56    181381.21    214834.2    274125.64    282503.87    316111.04    

Mean 31496.98 60998.28 95438.79 130815.64 170541.07 181381.21 214133.6 273864.42 282503.87 316111.00 

StD 0.00 122.70 0.00 0.01 51.00 0. 00 94.81 108.32 0.00 0.02 
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Time 0.028 0.133 0.211 0.370 0.718 0.947 1.503 2.223 1.899 2.590 

BPSO Best 31496.98 61521.86   95438.79   130815.65   171113.44   181381.19   214913.20   274658.74   282500.96   316085.32   

Mean 31496.98 61521.78 95438.76 130815.52 171078.98 181378.95 214839.08 274542.79 282352.35 315931.85 

StD 0.00 0.56 0.02 0.15 42.65 13.98 28.80 48.52 55.79 57.10 

Time 0.184 0.658 1.473 2.880 4.346 5.969 7.596 11.607 12.683 16.863 

  

表 4   S-HBDE, B-HBDE, AP-KPC, DP-KPC, GA 和 BPSO 求解 ikpc 类实例的计算结果 

   Instances: ikpc100 ikpc200 ikpc300 ikpc400 ikpc500 ikpc600 ikpc700 ikpc800 ikpc900 ikpc1000 

DP-KPC OPT 25652.04 55631.38 81573.48 110248.04 134053.13 149641.10 186713.21 222120.57 230704.90 265768.46 

AP-KPC APP 25424.78 55406.60 81346.58 109723.95 133990.51 149558.21 186439.91 221978.06 230473.05 265485.12 

Time 0.000 0.000 0.000 0.002 0.002 0.003 0.005 0.005 0.006 0.006 

S-HBDE Best 25652.04 55631.38 81573.48 110248.04 134053.13 149641.10 186704.60 222120.57 230702.65 265768.46 

Mean 25652.04 55631.38 81573.45 110239.81 134050.78 149639.15 186598.92 222100.77 230607.47 265689.17 

StD 0.00 0.00 0.13 21.72 14.18 9.58 50.92  44.43 35.84 40.69 

Time 0.064 0.232 0.510 0.886 1.408 2.024 3.181  3.609 4.630 5.537 

B-HBDE Best 25652.04 55631.38 81573.48 110248.04 134053.13 149641.10 186610.24  222120.57     230604.80 265668.36 

Mean 25652.04 55631.36 81573.47 110221.79 134044.21 149635.82 186437.21 222040.27 230542.56 265615.38 

StD 0.00 0.04 0.01 38.53 27.52 17.89 80.01  46.24 52.14 48.28 

Time 0.062 0.244 0.522 0.910 1.398 2.042 2.881 3.512 4.492 5.441 

GA Best 25652.04    55631.38    81573.48 110247.86    134053.13 149640.71    185763.41    222020.38    230404.50    265267.88    

Mean 25651.77 55631.31 81573.48 110218.99 134053.13 149542.94 185612.65 221886.54 230288.55 265126.68 

StD 0.13 0.03 0.00 30.36 0.00 18.62 128.69 51.34 46.13 70.89 

Time 0.0262  0.125 0.241 0.474 0.649 0.907 2.042 2.209 2.209 2.773 

BPSO Best 25652.04   55631.38 81573.48 110248.04   134053.13 149641.10   186072.56   222120.57   230349.45   265722.30   

Mean 25651.68 55631.38 81573.48 110247.56 134053.13 149620.83 185998.24 222105.46 230246.08 265631.70 

StD 0.19 0.00 0.00 0.34 0.00 31.45 101.34 29.36 69.71 45.71 

Time 0.162 0.789 1.597 2.825 3.957 6.581 7.696 11.536 12.725 16.688 

从图4中不难看出：AP-KPC对所有实例的计算

结果都非常差；虽然S-HBDE、B-HBDE与GA、BPSO

一样求解实例ikpc100~ikpc600的计算结果很好，求

解实例ikpc700~ikpc1000的结果不佳,但是S-HBDE

和B-HBDE的计算结果明显比GA和BPSO的更好. 

 

图 1 求解实例 ukpc100~ukpc1000 的 AR 拟合曲线 

 

图 2 求解实例 wkpc100~wkpc1000 的 AR 拟合曲线 
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图 3 求解实例 skpc100~skpc1000 的 AR 拟合曲线 

 

 

图 4 求解实例 ikpc100~ikpc1000 的 AR 拟合曲线 

 

通过以上比较可以看出: S-HBDE和B-HBDE求

解四类KPC实例的计算结果不仅比AP-KPC、GA和

BPSO的均优, 而且非常接近实例的最优值. 

在图5~图8中给出了各算法求解实例一次的耗

费时间(或平均耗费时间)变化曲线. 从中不难看出：

各算法求解实例的耗费时间变化曲线的趋势基本

保持不变,并且根据它们的变化趋势可知 AP-KPC

的速度最快，它求解所有实例的耗费时间几乎为 0；

其次是 GA、S-HBDE 和 B-HBDE,它们的时间变化

曲线均可视为是线性的 , 其中 GA 的速度最快 , 

BPSO的速度最慢，并且随着实例规模的增大,BPSO

耗费的时间呈现出急剧上升的态势. 

 

 

图 5  求解实例 ukpc100~ukpc1000 的时间变化曲线 

 

图 6 求解实例 wkpc100~wkpc1000 的时间变化曲线 

 

图 7 求解实例 skpc100~skpc1000 的时间变化曲线 
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图 8 求解实例 ikpc100~ikpc1000 的时间变化曲线 

 

在图 9~图 12 中是 S-HBDE、B-HBDE、GA 和

BPSO 的 StD 对应的直方图，从中不难看出，对于

ukpc、wkpc 和 skpc 类实例，S-HBDE 和 B-HBDE

的算法稳定性不仅很好,而且比 GA 和 BPSO 的均

优; 对于 ikpc 类实例，虽然 S-HBDE 和 B-HBDE 的

稳定性略差，但仍然比 GA 和 BPSO 的优. 

 

 
图 9  求解实例 ukpc100~ukpc1000 的 StD 直方图 

 

 
图 10 求解实例 wkpc100~wkpc1000 的 StD 直方图 

 

 
图 11 求解实例 skpc100~skpc1000 的 StD 直方图 

 

 
图 12 求解实例 ikpc100~ikpc1000 的 StD 直方图 

 

综上所述，S-HBDE和B-HBDE的计算结果与算

法稳定性均比AP-KPC、GA和BPSO的优，虽然它

们的求解速度比不上AP-KPC和GA的快，但足以满

足实际应用中的快速求解要求.因此, S-HBDE和

B-HBDE的求解效果最佳, 最适于快速高效求解实

际应用中的大规模KPC实例. 

7 结束语 

本文提出了利用差分演化算法快速高效求解

KPC的新方法. 首先, 基于降维法建立了KPC的两

个离散数学模型, 给出了处理不可行解的有效算

法；然后，基于 HBDE 提出了求解 KPC 的两个离

散演化算法 S-HBDE 和 B-HBDE. 对于四类大规模

的 KPC 实例, 通过与 AP-KPC、GA 和 BPSO 的计

算结果比较指出: S-HBDE 和 B-HBDE 不仅求解速

度快, 而且求解效果好，非常适于求解 KPC 问题. 

按照 Pisinger
[4]的观点, skpc 类实例应该是一类

最难求解的实例，但是从 S-HBDE 和 B-HBDE 的求

解结果来看, skpc 类实例的计算结果却是最佳. 由

此我们猜测: Pisinger所提出的难实例分类方法对于

精确算法具有一定的适用性，但是对演化算法等非

精确算法而言不一定适用.为进一步证实这一猜测，

我们将继续基于演化算法求解其它 KP 问题, 以期

寻找到充分的证据. 

根据 KPCM3.1 和 KPCM3.2 的相互独立性易

知: 算法 B-HBDE 完全可以在并行环境下(如 MPI)

对 KPCM3.1 和 KPCM3.2 并行编程实现，这样

B-HBDE 的计算速度可提高一倍，从而更具有实用

性. 此外, 探讨利用其它演化算法(例如 AFS
[13]、

ABC
[15]和 GWO

[16]等)求解 KPC 的性能优劣也是一

个值得今后研究的问题. 
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见对提高论文水平有很大的帮助. 感谢本刊编辑的
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Background 

The knapsack problem with a single continuous variable, 

(KPC) is a new extension problem of the classical knapsack 

problem; besides, it is also a dynamic combinatorial 

optimization problem. KPC can be applied in commerce, 

investment decision, resource allocation, computational 

complexity theory, cryptography and applied mathematics etc, 

and it will become a hot problem in evolutionary computation. 

Since the exact solution of KPC is not really necessary in 

practice, an efficient approximation algorithms for finding 

approximate solution is of practical importance. So, it's more 

significant to design efficient evolutionary algorithm for 

solving the large scale and hard instances of KPC. 
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Because KPC is a NPC problem, the complexity of exact 

algorithm based on dynamic programming is pseudo 

polynomial time. It is not practical for the large scale and hard 

instances of KPC with huge value coefficients and weight 

coefficients. In this paper, we establish two new mathematic 

models of KPC, which provide new theory foundational for 

designing algorithm. Furthermore, we propose two algorithms, 

S-HBDE and B-HBDE, based on differential evolution under 

different mathematic models. The extensive simulations show 

that the S-HBDE and B-HBDE can achieve excellent 

approximation solutions for large scale and hard instances of 

KPC .  
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